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Resumo 
 
Esta dissertação tem como tema principal apresentar os resultados básicos sobre 
isometrias do plano de modo acessível e apelativo para estudantes e outros professores 
do ensino básico e secundário. Começamos inicialmente por dar noções básicas sobre 
geometria analítica, passando depois às transformações ortogonais e isometrias do plano 
e finalizando com as definições de figuras congruentes, simetrias de uma figura, frisos e 
padrões de azulejos. 
 
 
Palavras-chave: Geometria analítica, Transformações ortogonais, Isometrias do plano, 
Figuras congruentes e Simetria. 
 
 
 
 
Abstract 
 
The main subject of this thesis is to present the results concerning isometries of the 
plane in a basic way so that it may appeal students and their high school teachers. We 
start reviewing some basic notions of analytic geometry in the plane, and then 
orthogonal transformations and isometries of the plane. We end up with the definitions 
of congruent figures, symmetries of a figure, friezes and wallpaper patterns.   
          
Keywords: Analytic Geometry, Orthogonal Transformations, Isometries of the plane, 
Congruent Figures and symmetry. 
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Introdução 
 
A isometria tem sido usada pelo Homem nas suas criações desde os tempos mais 
primitivos. Povos antigos utilizaram figuras geométricas como elementos decorativos e, 
com o desenvolvimento das civilizações, as figuras adquiriram disposições mais 
complexas. Surgiram assim os ornamentos com repetições de uma mesma figura 
geométrica, tais como rosáceas, frisos ou pavimentações.  
No que respeita ao ensino da Matemática em Portugal, já em 1998, Eduardo Veloso 
afirmava que era “essencial retomar a intenção de dar às transformações geométricas o 
seu papel importante no ensino da geometria” ver [5]. Também Rita Bastos (2007) 
defendia que “justificar-se-ia que se desse muito maior importância às transformações 
geométricas, em primeiro lugar pela relevância que elas têm tido na história da 
matemática recente … mas também porque constituem um campo rico de conexões, uma 
ferramenta muito útil para demonstrações, para resolver problemas e, de uma maneira 
geral, para raciocinar sobre o plano e o espaço” ver [5]. 
O objetivo desta tese foi o de desenvolver de modo acessível a professores do ensino 
básico e secundário, as noções matemáticas envolvidas neste tema. 
O desenvolvimento que fazemos baseia-se nas notas do curso de Geometria II da 
Professora Doutora Ilda Perez, dado entre 1995/96 e 1998/99 na FCUL, no âmbito da 
Licenciatura em Ensino da Matemática.   
Vamos agora fazer um breve resumo de cada capítulo. 
Capítulo I – Uma introdução à geometria analítica. 
Na primeira secção deste capítulo definimos o espaço dos vetores livres do plano, 
representação geométrica de propriedades físicas de força. Fixando um referencial do 
plano, pontos e vetores do plano são identificados com pares de números reais. O estudo 
das propriedades geométricas de figuras do plano pode então passar a ser feito através de 
propriedades algébricas de pares de números reais. Procuramos utilizar uma linguagem 
acessível a alunos a partir do 8.º ano de escolaridade. A secção termina com a explicação 
da relevância da utilização de referenciais ortonormados para tratar analiticamente 
questões métricas. 
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O ponto de vista analítico é particularmente útil para descrever e estudar transformações 
geométricas do plano: aplicações que transformam pontos em pontos, vetores em vetores. 
As isometrias do plano, tema principal desta tese, são casos particulares de aplicações 
afins. Na segunda secção, apresentamos os resultados principais sobre aplicações lineares 
e afins.   
É ainda o ponto de vista analítico que, uma vez identificadas as estruturas algébricas do 
plano analítico    , se generaliza permitindo fazer geometria a mais dimensões.                                                          
Numa breve terceira secção, apresentamos as definições gerais de: grupo, corpo e espaço 
vetorial. 
Capítulo II – Transformações ortogonais e isometrias do plano.  
Este é o capítulo principal da tese. Na primeira secção definimos e classificamos as 
transformações ortogonais de   . Geometricamente elas são de dois tipos: reflexões em 
retas que passam pela origem e rotações de centro na origem. Mostramos que 
constituem um grupo com a operação composição – o grupo, O (  ), das transformações 
ortogonais de   .                                                                                                                                   
Na segunda secção fazemos um estudo aprofundado das isometrias do plano, isto é, das 
transformações do plano que mantem a distância entre dois quaisquer pontos. Os 
resultados fundamentais são: a classificação dos quatro tipos de isometrias do plano 
(Teorema II.3) de onde sai como Corolário (Corolário II.2) o facto de que as isometrias do 
plano constituem um grupo. O estudo dos pontos fixos, direções e retas invariantes dos 
vários tipos de isometrias é apresentado na tabela da página 39. Por último, a Proposição 
II.6, que diz que qualquer isometria é a composição de, no máximo três reflexões e o 
estudo detalhado da composição de reflexões. Estes resultados são utilizados para 
classificar a composição de duas quaisquer isometrias, resumido na Tabela II.1.         
Capítulo III – Figuras congruentes, simetrias de uma figura. Figuras infinitas com 
simetria.  
É a noção de isometria que está na base das definições de figuras congruentes e de 
simetrias de uma figura. Nesta curta secção final estudam-se as simetrias de algumas 
figuras e definem-se os vários tipos de grupos discretos de isometrias de   : grupos 
finitos, grupos de frisos e grupos de padrões de azulejos que fazem parte dos conteúdos 
programáticos do 8.º ano de escolaridade.  
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Capítulo I 
Uma introdução à geometria analítica. 
 
Na primeira secção deste capítulo definimos o espaço dos vetores livres do plano, 
representação geométrica de propriedades físicas de força. Fixando um referencial do 
plano, pontos e vetores do plano são identificados com pares de números reais. O estudo 
das propriedades geométricas de figuras do plano pode então passar a ser feito através de 
propriedades algébricas de pares de números reais. Procuramos utilizar uma linguagem 
acessível a alunos a partir do 8.º ano de escolaridade. A secção termina com a explicação 
da relevância da utilização de referenciais ortonormados para tratar analiticamente 
questões métricas. 
 
O ponto de vista analítico é particularmente útil para descrever e estudar transformações 
geométricas do plano: aplicações que transformam pontos em pontos, vetores em vetores. 
As isometrias do plano, tema principal desta tese, são casos particulares de aplicações 
afins. Na segunda secção, apresentamos os resultados principais sobre aplicações lineares 
e afins.   
 
É ainda o ponto de vista analítico que, uma vez identificadas as estruturas algébricas do 
plano analítico    , se generaliza permitindo fazer geometria a mais dimensões.                                                           
Numa breve terceira secção, apresentamos as definições gerais de: grupo, corpo e espaço 
vetorial. 
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I.1   Pontos, vetores do plano e pares de números reais.   
 
Trabalharemos sempre no plano (euclideano). Todos os objetos – pontos, retas, figuras 
geométricas – estão contidos no plano. Podemos por isso omitir e fa-lo-emos a referência 
constante ao plano.  
Dados dois pontos   e   distintos, chama-se segmento de reta de extremos   e   o 
conjunto constituído pelos pontos  ,   e por todos os pontos da reta    situados entre   
e  . O segmento de extremos  ,   é designado pela notação   ̅̅ ̅̅ . Se     o segmento 
de reta   ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅  é o ponto    . 
 
 
                               Figura I.1: Segmento de reta 
 
Chama-se segmento orientado qualquer segmento de reta, ao qual se atribui um sentido. 
O segmento fica orientado quando se estabelece que um dos extremos precede o outro 
extremo: então ao primeiro chama-se origem e ao segundo extremidade do segmento 
orientado. 
Sendo   e   dois pontos quaisquer, o símbolo       designará o segmento orientado de 
origem   e extremidade  . 
 
 
 
                               Figura I.2: Segmento orientado 
 
Dois segmentos orientados       e       são equipolentes se verificam uma das 
seguintes condições geométricas: 
i)       e       . 
ii)  Se       e 
Ou        e        estão contidos em retas paralelas distintas, sendo      um 
paralelogramo. 
  
 ⃗  
 
  
 ⃗  
 
  
 ⃗  
 
  
 ⃗  
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Ou        e        estão contidos na mesma reta e existe um par de pontos           
numa reta paralela distinta tal que       e      são ambos paralelogramos.  
 
Em linguagem física: dois vetores são equipolentes se são ou o vetor nulo ou se têm a 
mesma direção, sentido e comprimento, isto é, se representam a mesma força.  
 
O vetor nulo, designa-se por  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗ , é o único vetor que tem comprimento zero e não 
tem direção nem sentido definidos. 
 
Definição I.1 (Vetor livre) – Um vetor (livre) do plano é um conjunto  ⃗  constituído por 
todos os segmentos orientados que são equipolentes a um dado segmento de reta 
orientado, isto é, que têm uma determinada direção, um determinado sentido e um 
determinado comprimento. Qualquer segmento orientado       de   ⃗   é um 
representante do vetor   ⃗  e escreve-se   ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗. 
 
Definição I.2 (Soma de um ponto com um vetor) – Dado um vetor   ⃗  e um ponto  , 
existe um único ponto   do plano tal que  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗. O ponto   chama-se a extremidade do 
vetor  ⃗  aplicado no ponto   e designa-se por    ⃗  , ou seja,    ⃗   . 
 
 
 
 
 
 
                                Figura I.3: Soma de um ponto com um vetor 
 
Definição I.3 (Multiplicação escalar/produto de um número real por um vetor) – 
Dados um número real   e um vetor  ⃗  , então: 
i) Se      e   ⃗   ⃗ ,    ⃗   é um vetor definido da seguinte maneira:  
 a direção de   ⃗  é a direção de  ⃗ ; 
 o sentido de   ⃗  é o sentido de  ⃗  se     e sentido contrário ao de  ⃗  se    ; 
 o comprimento de    ⃗  é dado como o valor absoluto de    vezes  o comprimento de  ⃗ :   
‖  ⃗ ‖  | | ‖ ⃗ ‖. 
ii) Se      ou   ⃗   ⃗   define-se   ⃗   ⃗ . 
 ⃗  
     ⃗  
 
  
 ⃗  
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Definição I.4 (Soma de dois vetores) – Dados dois vetores  ⃗  e    , a sua soma  ⃗      é o 
vetor definido da seguinte maneira: 
Fixamos um ponto   do plano. Aplicamos o vetor  ⃗  no ponto  . À extremidade           
     ⃗  do vetor  ⃗  aplicado no ponto   aplicamos o vetor   . Seja       .           
O segmento orientado       é um representante do vetor   ⃗     :  ⃗       ⃗⃗⃗⃗  ⃗ . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura I.4: Soma de dois vetores 
 
Mostra-se que iniciando a construção de um representante de  ⃗     num ponto  
     se obtém um segmento orientado         equipolente a       e portanto a 
construção é independente do ponto onde a iniciamos. 
A soma de vetores tem ainda as propriedades seguintes: 
 
Propriedades da Adição de Vetores 
A adição de vetores apresenta as seguintes propriedades. 
Quaisquer que sejam os vetores   ⃗  ,      e   ⃗⃗  verifica-se: 
i)  ⃗         ⃗    (comutativa – regra do paralelogramo) 
ii)   ⃗       ⃗⃗   ⃗       ⃗⃗    (associativa) 
iii)  ⃗    ⃗   ⃗   (elemento neutro) 
iv)  ⃗     ⃗    ⃗   (elemento simétrico) 
 
Nota: O comprimento de um vetor  ⃗   é representado habitualmente pela notação ‖ ⃗ ‖. 
 
 
 
  
    
 ⃗       ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
   
 ⃗  
     ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
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Propriedades que relacionam a soma e a multiplicação escalar 
Sejam dados os vetores  ⃗  e     quaisquer e   e   números reais temos: 
i)    ⃗          ⃗        
ii)       ⃗    ⃗    ⃗    
iii)       ⃗      ⃗    (associativa) 
iv)      ⃗   ⃗   (elemento neutro)       
 
O Espaço Vetorial    
O conjunto de todos os vetores livres do plano com as operações soma e multiplicação 
por um escalar constitui o Espaço Vetorial (  ) dos vetores do plano. 
 
É fácil verificar que aplicando as operações soma e multiplicação por um número real a 
um vetor não nulo  ⃗  se obtém sempre um vetor com a direção de  ⃗ . O próximo teorema 
garante que qualquer vetor do plano se obtém somando e multiplicando por escalares dois 
vetores do plano     ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗   com direções diferentes. Por esta razão, 2 é o número mínimo 
de vetores necessário para gerar, usando as operações com vetores, todos os vetores do 
plano. Dito de outra maneira -    , é uma espaço vetorial de dimensão 2. 
Definição I.5 (Base de   ) – Uma base de    é um par ordenado       ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗    de 
vetores de    com direções diferentes. 
 
Teorema I.1 (Coordenadas de um vetor numa base) –  Seja       ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗    uma base 
de    então, qualquer que seja o vetor  ⃗⃗   pertencente a     existe um único par de 
números reais              pertencente a  
   tal que   ⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗  . Ao par de 
números reais             pertencente a  
  chamamos coordenadas do vetor  ⃗⃗  na base   
e escrevemos,          ⃗⃗                . 
 
Demonstração: A ideia da demonstração é utilizar a regra do paralelogramo para 
decompor um vetor   ⃗⃗   nas suas componentes segundo direções diferentes.                  
Seja       ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗    uma base de    e um vetor  ⃗⃗ . 
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                                              Figura I.5: Três vetores  
 
Representamos os vetores   ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  e   ⃗⃗   com a mesma origem  . Designamos por    e    
as retas que passam por   e têm a direção, respetivamente, de    ⃗⃗⃗⃗  e de    ⃗⃗⃗⃗ .                  
Pelo ponto    ⃗⃗  traçamos retas    ,  
 
  paralelas, respetivamente, a    e    que definem 
os pontos        
 
  e        
 
 .    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ é um vetor com a direção de                   
  ⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗       ⃗⃗⃗⃗  do mesmo modo     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗  e pela regra do paralelogramo:  ⃗⃗  
     ⃗⃗⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                Figura I.6: Regra do paralelogramo ao contrário  
 
  ⃗⃗⃗⃗  
 
  ⃗⃗⃗⃗  
 
  ⃗⃗⃗⃗  
 
  ⃗⃗⃗⃗  
 
              ⃗⃗⃗⃗  
 
     ⃗⃗⃗⃗  
 ⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗  
     
   
 
  
Reta paralela ao vetor    ⃗⃗⃗⃗  e que passa 
pela extremidade de      ⃗⃗  
Reta paralela ao vetor    ⃗⃗⃗⃗  e que passa 
pela extremidade de     ⃗⃗  
                 
 ⃗⃗  
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Definição I.6 (Referencial do plano) – Um referencial do plano é um par                   
  (       ⃗       ) em que O é um ponto e    ⃗        é uma base do espaço dos vetores 
livres   . Fixado um referencial podemos identificar não só vetores livres mas também 
pontos com pares de números reais, podendo a partir daí falar de coordenadas de um 
vetor livre e de coordenadas de um ponto num referencial. 
Fixemos um referencial do plano   (         ⃗       ) , geometricamente estamos a 
fixar as duas retas concorrentes no ponto    que contêm os representantes    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗   e    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  de  
 ⃗  e     , respetivamente, com origem no ponto  .      
 
 
                                                                                                                                   
 
 
                                  Figura I.7: Referencial do plano 
As coordenadas de um vetor livre  ⃗⃗  no referencial   são as coordenadas de  ⃗⃗  na base  
     ⃗        . 
Dado um ponto  , existe um único vetor livre do plano representado pelo segmento 
orientado   ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. As coordenadas do ponto      ⃗⃗   no referencial   são  as 
coordenadas de  ⃗⃗  no referencial   (       ⃗       ). 
Fixando um referencial   (       ⃗       ) cada vetor livre do plano e cada ponto do 
plano são assim identificados com um único par de números reais. Reciprocamente,  cada 
par de números reais identifica um único ponto e um único vetor livre, conforme as 
seguintes correspondências:  
                                                                                                                                                                                       
   (      ) 
 ⃗  
 
   
 
       
 
       
 
       
 
   (   )      ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗                 
 ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗      ⃗         
)        ⃗⃗            
      ⃗⃗            
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Ao par (   )     corresponde o vetor  ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗       ,  o único vetor livre que tem 
coordenadas (   ) na base     ⃗        e o ponto representado por (   ) é o ponto           
      ⃗⃗  , a extremidade do vetor  ⃗⃗ ⃗⃗  aplicado na origem. 
A Geometria Analítica a duas dimensões consiste precisamente no estudo de figuras do 
plano identificando-as, via coordenadas num referencial, com um conjunto de pares de 
números reais utilizando depois técnicas algébricas definidas em   . 
Damos a seguir alguns exemplos: 
Exemplo I.1 – Caracterizar os pontos de    que representam uma reta num 
referencial – Dados um ponto              e um vetor não nulo   ⃗            , existe 
uma única reta   que contém    e tem a direção de  ⃗  . 
Um ponto   pertence à reta   que contém   e tem a direção de  ⃗  se o vetor   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ é colinear 
com  ⃗  , ou seja:    ⃗⃗⃗⃗  ⃗     ⃗  , com      , 
 
 
 
Passando às coordenadas num referencial   vem: 
Equação vetorial da reta – Dado um ponto              e um vetor   ⃗            , a 
equação  
 
é uma equação vetorial da reta que contém    e tem a direção do vetor  ⃗  .      
                                                                                           
 
 
 
Figura I.8: Equação vetorial da reta 
  
 ⃗  
  
        ⃗  , com      
é a equação vetorial da reta que passa em   e tem a direção do vetor  ⃗  . 
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Da equação vetorial da reta   obtida anteriormente obtêm-se a equação paramétrica da 
reta    
 
A partir da equação paramétrica podemos considerar os seguintes passos: 
1) Se        e       obtém-se: 
 
 
Que se chama equação cartesiana da reta. 
A    e      dá-se o nome de parâmetros diretores da reta, visto que conhecidos estes se 
conhece a direção da reta.   
2) Se        e       resulta          . 
Esta equação mostra que todos os pontos da reta têm a mesma abcissa. Trata-se de uma 
reta paralela ao eixo dos   . 
3) Se        e       resulta          . 
Trata-se de uma reta paralela ao eixo dos    . 
Da equação paramétrica obtém-se sucessivamente  
                                    ⇔                             ⇔  
    ⇔                                  
e se fizermos           ,            e                      
fica     
que é a equação geral da reta, em que         é o vetor normal ou ortogonal ou 
perpendicular à reta e          é o vetor diretor/paralelo da reta. 
     {  
                     
                        
,        
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Da equação paramétrica resulta ainda, se       , 
{  
  
       
  
                      
      
       
  
     
  
      
             
  
  ⇔   
                   
  
  ⇔   
    
  
     
        
  
       
fazendo      
    
  
   e        
          
  
      
fica      
que é a equação reduzida da reta   em que   é o declive da reta  
e   é a ordenada na origem. 
Nota: Uma reta paralela ao eixo dos    não tem equação reduzida. 
Exemplo I.2 – Como determinar o comprimento de um vetor a partir das suas 
coordenadas num referencial   (       ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  ) . Sabendo os comprimentos 
‖    ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ , ‖    ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ dos vetores da base e o         ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗        
 
Consideremos um vetor     ⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗  , supomos que          . 
 
 
 
 
 
        Figura I.9: Regra do paralelogramo  
Vamos então determinar o comprimento do vetor  ⃗⃗  a partir das suas coordenadas  
 ⃗⃗           na base dada. 
  ⃗⃗⃗⃗  
 
  ⃗⃗⃗⃗  
 
      ⃗⃗⃗⃗  
 
     ⃗⃗⃗⃗  
 ⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗  
 
  
 
  
       ,   e      
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É feita a projeção ortogonal do vetor  ⃗⃗  num dos eixos do referencial, chamemos  ,  ,  , 
‖       ⃗⃗⃗⃗ ‖ e ‖       ⃗⃗⃗⃗ ‖ aos comprimentos referenciados na figura: 
 
 
  
 
 
  
Figura I.10: Projeção ortogonal do vetor   ⃗⃗  no referencial 
Sendo assim vem,           
 
‖     ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
  ⇔     ‖     ⃗⃗⃗⃗ ‖           
      ‖     ⃗⃗⃗⃗ ‖           ,      ‖     ⃗⃗⃗⃗ ‖   ‖     ⃗⃗⃗⃗ ‖        
‖ ⃗⃗ ‖  √        ⇔ ‖ ⃗⃗ ‖  √ ‖     ⃗⃗⃗⃗ ‖    ‖     ⃗⃗⃗⃗ ‖            ‖     ⃗⃗⃗⃗ ‖            ⇔    
⇔‖ ⃗⃗ ‖  √‖     ⃗⃗⃗⃗ ‖    ‖     ⃗⃗⃗⃗ ‖ ‖     ⃗⃗⃗⃗ ‖        ‖     ⃗⃗⃗⃗ ‖        ‖     ⃗⃗⃗⃗ ‖         ⇔                       
⇔ ‖ ⃗⃗ ‖  √‖     ⃗⃗⃗⃗ ‖    |  | |  | ‖   ⃗⃗⃗⃗ ‖ ‖   ⃗⃗⃗⃗ ‖          ‖     ⃗⃗⃗⃗ ‖      
Esta expressão para a norma de um vetor a partir das coordenadas fica muito simplificada 
se fixarmos uma base satisfazendo as condições seguintes: 
 
i)         (os vetores    ⃗⃗⃗⃗   e    ⃗⃗⃗⃗  são perpendiculares) 
ii) ‖   ⃗⃗⃗⃗ ‖  ‖   ⃗⃗⃗⃗ ‖    (os vetores    ⃗⃗⃗⃗   e    ⃗⃗⃗⃗   têm como comprimento a unidade de 
comprimento) 
Uma base satisfazendo estas condições chama-se uma base ortonormada, e neste caso 
vem:   ‖ ⃗⃗ ‖  √              
      
      ⃗⃗⃗⃗  
 
 ⃗⃗  
‖     ⃗⃗⃗⃗ ‖ 
‖      ⃗⃗⃗⃗ ‖ 
  
  
  
      
      ⃗⃗⃗⃗  
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Definição I.7 (Base ortonormada) –  É uma base constituída por dois vetores 
ortogonais (perpendiculares) de comprimento uma unidade. 
 
 
Definição I.8 (Referencial cartesiano ou ortonormado) – É um referencial              
   (       ⃗       ) , em que    ⃗        é uma base ortonormada.  
 
Por convenção, representamos  ⃗  por um vetor horizontal com o sentido da esquerda para 
a direita e     na vertical com o sentido de baixo para cima. 
 
 
                                                     ou           
 
 
 
 
 
 
                            Figura I.11: Referencial cartesiano ou ortonormado 
Exemplo I.3 – Comprimentos usando coordenadas num referencial ortonormado 
 
 
 
                                                                                         
                                Figura I.12: Referencial ortonormado 
      ⃗⃗⃗⃗  
 
     ⃗⃗⃗⃗  |  | 
   (         ) 
 
  
 
  
 
  
 
   
 
 ⃗  
 
       
 
       
 
       
 
|  | 
‖⃗⃗ ‖   √           
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Nota: A partir de agora, quando falamos em plano estamos a considerar o plano com um 
referencial ortonormado. 
Noções métricas e Produto interno 
As noções de norma e ângulo de dois vetores num referencial ortonormado estão 
associadas à noção algébrica de produto interno de   . 
 
Definição I.9 (Produto interno de   ) – É a aplicação “ ” :          que a cada 
par    ⃗     ⃗⃗⃗     de vetores de   , sendo   ⃗              e                , faz corresponder 
o número real:  
 
Definição I.10 (Norma ou comprimento de um vetor) – Norma de um vetor   ⃗   é a 
medida do seu comprimento e representa-se por ‖ ⃗ ‖. 
Se   ⃗             , então:   
 
 
Definição I.11 (Ângulo de dois vetores) – Sendo  ⃗              e                , o 
ângulo dos dois vetores é definido por: 
 
 
 
 Como vimos atrás, a expressão para ‖ ⃗ ‖ , sendo  ⃗             corresponde à noção de 
comprimento de   ⃗  sendo             as coordenadas num referencial ortonormado. A 
noção de ângulo dado pelo produto interno corresponde também à noção de ângulo de 
dois vetores usando coordenadas num referencial ortonormado. 
 
 ⃗                   
‖ ⃗ ‖  √             
       ⃗     ⃗⃗⃗              
 ⃗    ⃗ 
‖ ⃗ ‖‖ ⃗ ‖
  ,      ⃗     ⃗⃗⃗       [      ] 
ISOMETRIAS DO PLANO E SIMETRIA 
 
 
16 
 
Vamos seguidamente deduzir a expressão de ângulo de dois vetores, no caso particular da 
figura que se segue. O caso geral é análogo. 
 
 
 
 
   
 
 
                                      Figura I.13: Ângulo de dois vetores 
 
Sejam   ⃗               e                 dois vetores,   o ângulo formado pelo vetor  ⃗  e 
o eixo do    e    o ângulo formado pelo vetor    e o eixo do   . 
     ⃗     ⃗⃗⃗              e              ⃗     ⃗⃗⃗                  
aplicando a fórmula trigonométrica no segundo membro da igualdade vem,  
         ⃗     ⃗⃗⃗                                ⇔ 
⇔          ⃗     ⃗⃗⃗       
  
‖ ⃗ ‖
  
  
‖ ⃗ ‖
 + 
  
‖ ⃗ ‖
  
  
‖ ⃗ ‖
 ⇔          ⃗     ⃗⃗⃗         
                    
‖ ⃗ ‖‖ ⃗ ‖
 ⇔ 
⇔      ⃗     ⃗⃗⃗              
 ⃗     ⃗⃗⃗  
‖ ⃗ ‖‖ ⃗ ‖
 .                                                                                
Reparar que dois vetores   ⃗   e      são ortogonais ⇔  ⃗     ⃗⃗⃗     ⇔       ⃗     ⃗⃗⃗     =  
 
 
 
 
Definição I.12 (Distância entre pontos e conjunto de pontos) – A distância entre dois 
pontos   e  , é definida a partir da norma de um vetor:          ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖.                      
A distância entre dois conjuntos de pontos A, B       é definida por                       
  A, B  ) =                  A , B):     A ,      B }. 
     ⃗     ⃗⃗⃗      ⃗                             
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Na próxima proposição mostramos como calcular a distância    A, B  ) no caso em que 
A  é um ponto e o conjunto B   é uma reta. 
Proposição I.1 (Distância de um ponto   a uma reta  ) – A distância de um ponto    à 
reta   , é dada pelas seguintes condições:                                                                           
i)   Se         ,             
ii) Se         ,         em que   é o pé da perpendicular baixada do ponto   para reta   
 
 
 
 
                                   Figura I.14: Distância de um ponto a uma reta 
 
Demonstração: Sejam   um ponto e   uma reta no espaço. A distância do ponto   à reta 
  , designada       , é o número                        } . 
Seja   o pé da perpendicular baixada do ponto   sobre a reta   . 
Para todo ponto     ,    , temos, pelo teorema de Pitágoras, que: 
                       ⏟  
   
  ⟹                 , 
Logo                e, portanto,  
                  
                                                                            
Assim, para calcular a distância de   à reta   , devemos: 
 determinar o ponto  , o pé da perpendicular baixada do ponto   sobre a reta   ;  
 calcular         ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ . 
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I.2   Aplicações e transformações lineares e afins   
 
Definição I.13 (Aplicação/Transformação linear de   ) – Uma aplicação         
é uma aplicação aplicação linear se satisfaz as duas condições seguintes:    
 
                                   ⃗         ⃗        ,          ⃗ ,       ; 
                                   ⃗        ⃗  ,             ⃗      ,       . 
 
Uma transformação linear é uma aplicação linear bijetiva. 
 
 
Teorema I.2 (Propriedades gerais das aplicações lineares) 
 
i) Uma aplicação linear         fica completamente determinada pelas duas 
imagens      ⃗⃗  ⃗   ,       ⃗⃗  ⃗   de uma qualquer base       ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗  ⃗    de   
 . 
 
ii) A expressão geral de uma aplicação linear         é da forma: 
                                      ,                      
em notação matricial:        [
      
      
] [
 
 ] e à matriz [
      
      
] chama-se matriz 
de  . 
 
Demonstração: i) Sejam, se          uma aplicação linear e       ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗  ⃗   uma 
base de   . Qualquer vetor    ⃗⃗⃗⃗  de    escreve-se de maneira única:     ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗  ⃗      ⃗⃗  ⃗  ,  
       . 
Assim,       ⃗⃗         ⃗⃗  ⃗      ⃗⃗  ⃗                      
e, sendo   linear, temos       ⃗⃗         ⃗⃗  ⃗        ⃗⃗  ⃗  e portanto a imagem de qualquer 
vetor    ⃗⃗⃗⃗     é determinado pelas imagens de      ⃗⃗  ⃗  e     ⃗⃗  ⃗  e pelas coordenadas do 
vetor    ⃗⃗⃗⃗  na base  . 
ii) Seja        ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗  ⃗   a base canónica de  
     ⃗⃗  ⃗         e    ⃗⃗  ⃗       .   
Seja         uma aplicação linear. Por i) temos,                           
     ⃗⃗  ⃗       ⃗⃗  ⃗       ⃗⃗  ⃗                                                  
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     ⃗⃗  ⃗       ⃗⃗  ⃗       ⃗⃗  ⃗                                
Qualquer vetor          representa o vetor          ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗  ⃗  e portanto,   
              ⃗⃗  ⃗      ⃗⃗  ⃗         ⃗⃗  ⃗         ⃗⃗  ⃗                         
                                                                                                                                                                
                                                                                 [
      
      
] [
 
 ] 
 
As proposições seguintes caraterizam as transformações lineares. 
 
Proposição I.2 – Uma aplicação linear         é bijetiva se qualquer que seja 
      ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗  ⃗   de   
  ,       ⃗⃗  ⃗   ,       ⃗⃗  ⃗   é uma base de  
 . 
 
Esta proposição sai como consequência da Proposição I.3 que veremos mais à frente. 
 
Em notação matricial e com um pouco mais de álgebra linear: 
 Proposição I.   – Uma aplicação linear         de expressão geral           
        [
 
 ] é bijetiva, isto é, é uma transformação linear de  
  se e só se   é 
invertível, isto é,     –             tal que     
 –       
 ⇔                             . 
 
Tratamos em seguida de aplicações afins: 
 
Definição I.14 (Translação) – A translação por um vetor  ⃗  é a aplicação,                  
  ⃗   
     que a cada ponto   faz corresponder o ponto    ⃗        ⃗  . 
 
 
Definição I.15 (Aplicação afim) – Uma aplicação afim                    ,   é a 
composição de uma translação   ⃗  com uma aplicação linear  
 :     ⃗     
 .              
À aplicação linear     chama-se aplicação linear associada a   . 
 
Nota: Qualquer aplicação linear    é uma aplicação afim pois      ⃗     
 . 
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Teorema I.3. (Propriedades gerais da transformações afins,        ) – Seja 
    ⃗     
  uma aplicação afim de    ,     a aplicação linear associada a  , então:  
 
i)   é bijetiva se e só se    é bijetiva e neste caso chama-se uma transformação afim.  
 
ii) Uma aplicação afim fica determinada pelas imagens,               , de três 
pontos              ,              ,              não colineares. 
 
iii) A expressão geral de uma aplicação afim é: 
               [
   
   
]  [
      
      
] [
 
 ]   ,            
  
onde   ⃗            e     [
      
      
] é a matriz de     . 
 
 
Nota: A Proposição I.3 demonstra a propriedade ii) do Teorema I.3.  
 
 
Proposição I.3 – Sejam  ,  ,   três pontos não colineares de   . 
Sejam    ,    ,     três pontos de   , então existe uma única aplicação afim         
tal que,          ,           ,          . 
Além disso,   é uma transformação bijetiva se e só se    ,    ,     são não colineares. 
 
Demonstração: Sejam  ,  ,   três pontos não colineares de   , isto é tais que o par 
    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗   é uma base de    . 
A existir uma aplicação afim     ⃗     
  satisfazendo as condições         , 
        ,          , a aplicação    fica definida conhecendo        ⃗⃗⃗⃗  ⃗    e        ⃗⃗⃗⃗  ⃗   . 
Sendo         ,         ,         , vem independentemente do vetor   ⃗  
              [ ⃗         ]  [ ⃗         ] , ou seja 
  (   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ )         , como    é linear vem,                   , analogamente 
  (   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ )          , a aplicação    fica assim perfeitamente definida. Em particular 
      é definida por         (  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ). 
Existe um único  ⃗        ⃗   
  que satisfaz         , o vetor  ⃗           . 
 
 
ISOMETRIAS DO PLANO E SIMETRIA 
 
 
21 
 
Definição I.16 (Orientação do plano) – Orientar o plano real é fixar como sentido 
direto ou positivo um dos dois sentidos possíveis de rotação no plano: ou o sentido dos 
ponteiros do relógio ou o sentido contrário ao dos ponteiros do relógio. Para o fazer 
basta escolher uma base ordenada       ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗    de vetores do plano. Ao fazê-lo fixa-se 
como sentido de rotação o sentido de rotação do primeiro para o segundo vetor quando 
aplicados no mesmo ponto   e percorrendo o menor dos ângulos definidas pelas 
semirretas     ⃗⃗⃗⃗    e     ⃗⃗⃗⃗    . 
 
      
 
 
 
                                    Figura I.15: Sentido de orientação do plano 
 
Bases diretas e inversas  
As bases ordenadas     ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗   ficam então classificadas em duas classes: bases diretas, 
aquelas em que o sentido de rotação do primeiro para o segundo vetor é o mesmo do da 
base escolhida  , bases inversas aquelas que definem o sentido de rotação contrário ao da 
base escolhida.  
 
Exemplo I.4 – Bases diretas e inversas – Considere a orientação do plano dado pela 
escolha da base ordenada     ⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗ ⃗⃗    . Quais das seguintes bases ordenadas     ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗   
são diretas e quais são inversas? 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura I.16: Bases diretas e inversas 
   ⃗⃗⃗⃗  
   ⃗⃗⃗⃗  
             
              
             
   ⃗⃗⃗⃗  
   ⃗⃗⃗⃗  
   ⃗⃗⃗⃗  
   ⃗⃗⃗⃗  
   ⃗⃗⃗⃗  
   ⃗⃗⃗⃗  
   ⃗⃗⃗⃗  
   ⃗⃗⃗⃗  
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Orientar o plano consiste pois em classificar (ou particionar) todas as bases ordenadas em 
duas classes a classe das bases ordenadas diretas e a classe das bases ordenadas inversas. 
Para o fazer basta fixar uma base. 
Embora possamos fixar a orientação do plano dando uma base ordenada qualquer só há 
duas orientações do plano porque só há dois sentidos possíveis para a rotação do primeiro 
para o segundo vetor. 
Por convenção, a orientação canónica do plano é a que escolhe para sentido positivo ou 
direto o sentido de rotação contrário ao dos ponteiros do relógio. É esta orientação do 
plano que fixamos quando representamos os eixos dos    s e dos    s da maneira usual: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                            Figura I.17: Orientação do plano  
 
Definição I.17  (Transformações lineares e afins diretas e inversas) – Uma  
transformação linear dá como imagem de uma qualquer base       ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗    uma base 
          ⃗⃗⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗    . Dada uma (qualquer) base  , dois casos podem acontecer: 
1) ou      é uma base direta e neste caso diz-se que   mantem a orientação ou   é 
uma transformação linear direta. 
2)   ou      é uma base inversa e neste caso diz-se que   inverte a orientação ou   é 
uma transformação linear inversa. 
Uma transformação afim é direta ou inversa conforme a transformação linear associada 
é direta ou inversa.  
 
   
   ⃗⃗  ⃗ 
   ⃗⃗  ⃗            
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I.3   Estruturas algébricas – grupo, corpo e espaço vetorial     . 
Sejam   e   dois quaisquer elementos de um conjunto  . Diz-se que   é uma operação 
binária definida em  , ou lei de composição interna em  , se e só se ao par ordenado 
      de   ×    corresponde, pela operação  , um único elemento de  , que se designa 
por    . 
                                                :   ×   →   
                                                         . 
Definição I.18 (Grupo) – Um grupo é um par      , constituído por um conjunto   e 
uma operação binária:    :   ×   →   ,  que satisfaz os seguintes axiomas: 
Associatividade :                                                                  
Existência de elemento neutro :                 :                                    
Todo o elemento tem oposto:                                     ,    e      
são únicos.                                                                                                                        
Diz-se que       é abeliano ou comutativo se       é grupo e   é comutativa. 
 
Exemplo I.5 – Exemplos de Grupo.  
i)        ; 
ii) Todos os espaços vetoriais com a adição; 
iii) Como veremos mais à frente: O conjunto das transformações ortogonais de    com a 
composição; o conjunto das isometrias de    com a composição e também o conjunto das 
simetrias de uma figura com a composição 
 
Definição I.19 (Corpo) – Seja   um conjunto munido de duas operações, chamadas de 
adição     e produto    . Dizemos que a estrutura algébrica         é dita um 
corpo se são satisfeitas as seguintes propriedades: 
i)        é um grupo comutativo cujo elemento neutro designamos por  ; 
ii)      }    é grupo (comutativo); 
iii) Distributividade da multiplicação em relação à adição, para quaisquer         
tem-se:                       e                            
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O Espaço Vetorial    em geral, é definido da seguinte forma,                       , 
em que:      é o conjunto de todos os vetores livres do plano,    representa a soma de 
vetores e         representa a multiplicação de vetores por um escalar.  
 
Definição I.20 – Espaço vetorial sobre um corpo  , é um conjunto   com suas 
operações: 
a soma de vetores              
                                         ⃗        ⃗                    
e multiplicação por um escalar            
                                                               ⃗      ⃗  . 
As operações satisfazem as seguintes propriedades: 
i)         é um grupo comutativo. 
ii) A operação     associa a cada par             ,  um elemento    de  , de tal 
modo que:  
              e               ,          ;        
      ⃗          ,                   . 
 
Nestas condições, os elementos de    chamam-se vetores e os elementos de       
chamam-se escalares 
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Capítulo II 
Transformações ortogonais e isometrias 
do plano. 
 
 
Este é o capítulo principal da tese. Na primeira secção definimos e classificamos as 
transformações ortogonais de   . Geometricamente elas são de dois tipos: reflexões em 
retas que passam pela origem e rotações de centro na origem. Mostramos que constituem 
um grupo com a operação composição – o grupo, O (  ), das transformações ortogonais 
de    . 
Na segunda secção fazemos um estudo aprofundado das isometrias do plano, isto é, das 
transformações do plano que mantem a distância entre dois quaisquer pontos. Os 
resultados fundamentais são: a classificação dos quatro tipos de isometrias do plano 
(Teorema II.3) de onde sai como Corolário (Corolário II.2) o facto de que as isometrias 
do plano constituem um grupo. O estudo dos pontos fixos, direções e retas invariantes 
dos vários tipos de isometrias é apresentado na tabela da página 39. Por último, a 
Proposição II.6, que diz que qualquer isometria é a composição de, no máximo três 
reflexões e o estudo detalhado da composição de reflexões. Estes resultados são 
utilizados para classificar a composição de duas quaisquer isometrias, resumido na 
Tabela II.1.           
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II.1 Transformações ortogonais de     
 
Definição II.1 –  Uma aplicação         é ortogonal se mantem o produto interno, 
isto é, se satisfaz a condição seguinte: 
0)     ⃗         ,      ⃗          ⃗      . 
 
 
Proposição II.1 (Consequência imediata da definição) – Se         é ortogonal 
então  
i)     ⃗      ‖   ⃗  ‖  ‖ ⃗ ‖  - mantem as normas 
ii)    ⃗        ,         ⃗               ⃗        - mantem aos ângulos entre vetores 
iii) Se        ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗  ⃗   é uma base ortonormada então           ⃗⃗  ⃗      ⃗⃗  ⃗   é também 
uma base ortonormada (  transforma bases ortonormadas em bases ortonormadas). 
 
Demonstração: i) Partindo da Definição II.1,    ⃗      ⃗    ⃗    ⃗ ⟹ ‖   ⃗  ‖  ‖ ⃗ ‖  
⟹ ‖   ⃗  ‖  ‖ ⃗ ‖       ⃗    . 
ii) Sejam   ⃗        ,  então    ⃗         ‖   ⃗  ‖‖     ‖           ⃗          ,  
ou seja,         ⃗                    
   ⃗      ⃗  
‖   ⃗  ‖‖   ⃗  ‖
   pela Definição II.1  e i) vem, 
       ⃗                    
 ⃗    ⃗ 
‖ ⃗ ‖‖ ⃗ ‖
     ⃗       . 
iii) A demonstração está feita à frente aquando da demonstração do Lema II.1. 
 
Proposição II.2 – Uma aplicação            é uma transformação ortogonal  então a 
expressão geral de   é da forma: 
            [
      
      
]
⏟   
 
[
  
  
]  
em que                      ,                        e     
       . 
  
Nota: Na demonstração desta Proposição usamos o Lema: 
 
Lema II.1 – Se          é uma transformação ortogonal  e        ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗  ⃗   é uma 
base ortonormada de     , então: 
i)              ⃗⃗  ⃗         ⃗⃗  ⃗     é uma base ortonormada de  
 . 
ii)   é uma aplicação linear de    em    . 
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Demonstração:  i)  Seja        ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗  ⃗   é uma base ortonormada de  
  , isto é,  
{ 
  ⃗⃗  ⃗      ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗  ⃗      ⃗⃗  ⃗   
  ⃗⃗  ⃗      ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗  ⃗      ⃗⃗  ⃗   
  . Como    mantem o produto interno, vem que: 
{ 
     ⃗⃗  ⃗           ⃗⃗  ⃗        ⃗⃗  ⃗           ⃗⃗  ⃗    
     ⃗⃗  ⃗           ⃗⃗  ⃗        ⃗⃗  ⃗           ⃗⃗  ⃗    
  , e portanto            ⃗⃗  ⃗         ⃗⃗  ⃗     é uma 
base ortonormada de   . 
ii) Para provar que   é uma aplicação linear, provamos que qualquer que seja           
         ⃗⃗  ⃗       ⃗⃗  ⃗ ,               ⃗⃗  ⃗          ⃗⃗  ⃗  . Repara-se que           ⃗⃗  ⃗  e  
         ⃗⃗  ⃗ ( porque    ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗  ⃗ é base ortonormada). Por i) temos também                   
                ⃗⃗  ⃗             ⃗⃗  ⃗ . Como    é isometria mantem o produto interno, 
temos:                ⃗⃗  ⃗         ⃗⃗  ⃗        e                   ⃗⃗  ⃗         ⃗⃗  ⃗        e portanto 
               ⃗⃗  ⃗           ⃗⃗  ⃗  . 
 
Demonstração da Proposição II.2: (⟹) Consideremos a base canónica              
         que é uma base ortonormada. Por   ser linear (Teorema I.2 – ii)) , sendo    a 
expressão geral        [
      
      
]
⏟   
 
[
 
 ]  ,            
   
o facto de        ⏟ 
               
       é consequência de sabermos pelo Lema II.1 que  
                       é uma base ortonormada de     com efeito: 
[
      
      
]
⏟   
   
[
      
      
]
⏟   
 
 [
                              
                              
] ⇔ 
⇔ [
      
      
]
⏟   
   
[
      
      
]
⏟   
 
 [
  
  
]      
 
 
Corolário II.1 (Classificação das transformações ortogonais ) – Seja          é 
uma transformação ortogonal de    então a expressão geral de   de um dos seguintes 
tipos: 
          [
         
          
] [
 
 ]  ,           
     →         , rotação de centro na 
origem e      [     [ 
 
ou 
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          [
        
         
] [
 
 ]  ,           
    →       
 
 , reflexão na reta que passa 
pela origem e faz um ângulo de  
 
 
  com o eixo dos   , declive     
 
 é   (
 
 
) . 
Demonstração: Pela Proposição II.2 basta verificar que qualquer matriz     é do tipo 
  [
  
  
] que verifica           , ou é da forma    [
         
        
]   
ou é da forma,    [
        
         
] [
 
 ]. 
Seja     [
  
  
] temos que          ⇔  [
  
  
] [
  
  
]  [
  
  
] ⇔ 
⇔ {
          
         
          
    considerando a 1.ª e 3.ª equações determinamos     e    [     [ , 
                                                 
 
 
     e            
                                                 
 
 
    e             
   e     têm que satisfazer a 2.ª equação: 
                         ⇔              ⇔         . 
Consideramos agora dois casos: 
 Se k é par :            temos:    [
         
                        
]⇔ 
 ⇔   [
         
           
]  =        , sendo    
  a rotação        de centro na origem e 
ângulo    [     [.  
 
 
 
 
 
 
Figura II.18: Rotação de centro na origem e ângulo   
  
      (1 , 0) 
                         
                         
    
    (0 , 1) 
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 Se k é ímpar :                temos:  
  [
          
                                
] ⇔   
⇔   [
            
         
]  =      
 
 , sendo     a reflexão na reta     
 
 que passa pela origem 
e faz um ângulo orientado de 
 
 
  com o eixo dos   ’s. 
 
                                                
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                     Figura II.19: Reflexão em reta que passa pela origem 
 
Teorema II.1 (Grupo das transformações ortogonais) – O conjunto das 
transformações ortogonais de     com a composição de aplicações é um grupo. 
 
Demonstração: Verifica-se facilmente que, 
1)  a composição de transformações ortogonais é uma transformação ortogonal. 
2) a aplicação          é uma transformação ortogonal e o elemento neutro para a 
composição de aplicações. 
3) Toda a aplicação ortogonal, rotação       ou de reflexão       
 
 tem inversa: no 
primeiro caso        
  
          , no segundo caso        
 
          
 
 . 
 
 
 
  
      (1 , 0) 
    (0 , 1) 
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II.2 Isometrias de    
Definição II.2   Isometria é uma aplicação               que satisfaz seguinte 
condição, para qualquer         vem      
 
 
Exemplo II.1 – As translações são isometrias.   
 
A aplicação   ⃗    
     ,   ⃗          , verifica a condição das isometria. Com 
efeito, sejam    e    pontos de   , vem 
 (  ⃗       ⃗    )               ‖           ‖  ‖    ‖         
 
Exemplo II.2 – As transformações ortogonais são isometrias. 
 
Seja           é transformação ortogonal, verifiquemos que   é uma isometria do 
plano. 
Consideremos       . Verificamos que   (         )        :                    
Temos  (         )  ‖          ‖ , como    é linear vem                          
‖          ‖  ‖       ‖ e como   é ortogonal mantem as normas vem     
‖       ‖  ‖     ‖         . 
 
O resultado seguinte permite obter novas isometrias usando a composição de aplicações.  
 
Proposição II.3 (Composição de isometrias) – A composição de isometrias é uma 
isometria. 
 
Demonstração: Dadas duas isometrias   e   de     vamos demonstrar que     é 
também uma isometria de     , isto é,          ,                            
 (               )      [     ]  [     ]  , como   é uma isometria fica,             
 (           ) , como    é uma isometria fica,       . 
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Exemplo II.3 – Mais exemplos de isometrias. 
 
1) Reflexão numa reta    -    
 
Seja                     uma reta que faz um ângulo orientado   [    ] com 
o eixo dos   . A expressão matricial para a reflexão na reta   obtém-se facilmente do 
caso anterior da seguinte maneira (ver figura em baixo): 
Considera-se                     a reta paralela a   que passa pela origem. 
É fácil verificar que :                       . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                Figura II.20: Reflexão numa reta 
 
2) Rotação de centro no ponto               e ângulo        
A expressão geral de uma rotação de centro num ponto qualquer             e ângulo 
  obtém-se facilmente da anterior reparando que                         e portanto 
             [
  
  
]  [
          
        
] [
    
    
] 
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                  Figura II.21: Rotação de centro no ponto   e ângulo   
 
 
3) Reflexão Deslizante      ⃗   
Reflexões deslizantes numa reta   com direção de     -     ⃗  . 
Dada uma reta   e um vetor     com a direção de   , a reflexão deslizante na reta   com 
deslize    é a isometria     ⃗      
       definida por :                                 
    ⃗            ⃗                   ⃗        . 
 
 
 
 
 
                                                                                                             
 
 
 
Figura II.22: Reflexão deslizante 
 
        
  
      
                     
 
            
     
                                    
 
 
                              
                   
  
  
        
     
      
           
 
 
    ⃗             ⃗            
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A proposição seguinte identifica as transformações ortogonais como sendo as isometrias 
que deixam fixa a origem. 
 
 
Proposição II.4   Uma isometria   de    deixa fixa a origem, isto é, satisfaz a condição 
             ,  se e só se   é uma transformação ortogonal. 
 
Demonstração: (⟹) Mostramos que se   é uma isometria de    e              então 
  é uma transformação ortogonal isto é     ⃗          ,      ⃗          ⃗     . 
Sejam  ⃗  e        , consideremos       ⃗  ,        .  
Por     ser isometria temos  ‖  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖  ‖        ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   ‖ ⇔ ‖    ⃗ ‖  ‖         ⃗  ‖  ⇔ 
⇔      ⃗        ⃗   (         ⃗  )           ⃗   ⇔ 
⇔          ⃗      ⃗   ⃗     ⃗      ⃗       ⃗                     . 
Como  ⃗   ⃗     ⃗      ⃗    e                    , porque                      e  
                    então    ⃗            ⃗         e portanto   ⃗        ⃗         . 
 
O outro sentido é imediato: uma transformação ortogonal é uma isometria e como é uma 
aplicação linear verifica               . 
 
 
Teorema II.2   Qualquer isometria    de     é a composição de uma translação com 
uma transformação ortogonal:       ⃗⃗  ⃗     
   (    ortogonal )  
 
Demonstração: Se a isometria      mantem fixa a origem é uma transformação ortogonal. 
Se não mantem fixa a origem,          . Considerando       ⃗⃗⃗⃗  ⃗   então         
    ⃗⃗  ⃗       
   é uma transformação ortogonal e      ⃗⃗  ⃗        ⃗⃗  ⃗       ⃗⃗  ⃗     
 , ficando 
demonstrado o teorema. 
 
Teorema II.3 (Classificação das isometrias do plano) – Qualquer isometria do plano é 
uma transformação afim de um dos seguintes quatro tipos: 
 Translação por um vetor  ⃗  :   ⃗  ;                   
 Rotação de centro c e ângulo   :        ; 
 Reflexão numa reta   :     ; 
 Reflexão deslizante numa reta   com deslize  ⃗  (  ⃗        :      ⃗  . 
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Esboço de Demonstração analítica: Pelo Teorema II.2, qualquer isometria é de um dos 
seguintes dois tipos: 
Tipo I)       ⃗           (isometrias diretas/próprias)  “mantem a orientação do espaço”  
ou 
Tipo II)       ⃗         
 ⁄
 (isometrias inversas/impróprias) “mudam a orientação do 
espaço” 
Provaremos que se   for uma isometria de Tipo I então,  
    ⃗           {
                       
                             
 
Se    for uma isometria de Tipo II então,      ⃗         
 ⁄
  
 {
                                      ⃗                    
 ⁄
                                                                                                                   
                           ⃗                  ã                     çã         
 ⁄
                                                
 
 
Isometrias de Tipo I)      ⃗           
 
Neste caso é imediato que se   ⃗   ⃗  ,     é a rotação          e que se      ,     é 
translação    ⃗  . Provaremos que se   ⃗   ⃗   e      ,     é uma  rotação de ângulo   . 
Para isso mostramos que existe um vetor     satisfazendo a igualdade: 
(*)     ⃗                              . 
Ora,            temos 
  ⃗               ⃗             
                                                                  . 
Portanto a existir      satisfazendo (*)      deverá verificar: 
(**)    ⃗              ⇔  ⃗  (         )    
            é a aplicação linear de   
   cuja matriz é a matriz  
  [
              
           
] . Esta matriz é invertível para        porque         
                          se        . Consequentemente           ⃗    
satisfaz a igualdade (*) e portanto     é a rotação de centro          e ângulo    . 
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Isometrias de Tipo II) 
 
Nota: Um vetor diretor de     
 ⁄
 é       
 ⁄
     
 
 
     
 
 
    e um vetor ortogonal a     
 ⁄
   
é       
 ⁄  
 (ortogonal)       
 
 
     
 
 
   . 
A)  Se    ⃗   tem a direção de     
 ⁄
 , isto é,     ⃗        
 ⁄
          então 
              
 ⁄
     ⃗    , é uma reflexão deslizante 
B) Se  ⃗   é ortogonal a     
 ⁄
  , isto é,   ⃗       
   ⁄
          então 
    ⃗         
 ⁄
   , é a reflexão na reta    
 
 
  ⃗      
 ⁄
  , isto é,  
  ⃗         
 ⁄
    ⃗ 
 ⁄
        
 ⁄
      ⃗ 
 ⁄
 
Ora verifica-se facilmente que sendo   ⃗       
   ⁄
        
 
 
       
 
 
    , 
como       
 ⁄
      [
            
         
] [
 
 ] , 
a igualdade    ⃗         
 ⁄
    ⃗ 
 ⁄
        
 ⁄
      ⃗ 
 ⁄
  é verificada             
C) Se    ⃗   não tem a direção de     
 ⁄
 , então   ⃗   escreve-se de maneira única,  
 ⃗          em que     tem a direção de     
 ⁄
 eventualmente 
    ⃗   e         é ortogonal a     
 ⁄
 ,         ⃗    e vem    ⃗         
 ⁄
    ⃗   ⃗           
 ⁄
  , 
pelo caso B) é     em que    
 
 
          
 ⁄
   , então fica    ⃗       ⃗           
 ⁄
   
e como     tem a direção de     
 ⁄
 , então      tem a direção de   , vem:  
  ⃗         
 ⁄
         ⃗    (eventualmente     ⃗  caso B) ) . 
 
O Teorema II.2 diz, em particular, que qualquer isometria é uma transformação afim 
(associada a uma transformação ortogonal) e portanto (ver Capítulo I, Teorema I.3 ii)) 
fica determinada pelas imagens dos vértices de um triângulo. 
 
Usa-se a seguir esta propriedade para provar geometricamente, que a composição de uma 
translação com uma reflexão é, ou uma reflexão ou uma reflexão deslizante. 
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Demonstração geométrica:    
 
Isometrias de Tipo I)       ⃗          . 
 
Consideramos apenas o caso em que   ⃗   ⃗   e      . 
Mostraremos que    ⃗           é uma rotação de ângulo     determinando a imagem de 
três pontos não colineares que escolhemos convenientemente (ver figura). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura II.23: Imagem de 3 pontos não colineares  
 
Na figura está representado um vetor não nulo   ⃗    (horizontal), a origem     e a tracejado 
a circunferência de centro     e raio ‖ ⃗ ‖ . 
Os pontos         ⃗   e       ⃗   , e o ponto                 . Repare-se que  
       ⃗                e           ⃗    . 
Consideremos      o ponto médio de     e      o ponto médio de      e sejam      e  
     as mediatrizes dos segmentos de reta      e     . 
     e       intersetam-se num ponto     (porque    ) . 
      
 
   
  
 ⃗  
       
            
  
  
  
       
 ⃗         
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Provaremos que         , e que    é a rotação        . Para mostrar que         , 
usamos o fato de que os 4 triângulos retângulos       ,      ,       e        são 
todos iguais, sendo que o seu ângulo em    é     ⁄  . 
Seja        ⃗  .         é um paralelogramo.              e portanto           
      ⃗              . 
As imagens dos 3 pontos não colineares    ,     e     são pois respetivamente   ,    ,    , 
que é a imagem de         }  pela rotação de centro     e ângulo    .    
 
Isometrias de Tipo II) 
 
Estudamos    ⃗        em 2 casos: Caso 1)  ⃗   tem a direção de   e Caso 2)  ⃗  é um vetor 
qualquer. 
Caso 1)  Provaremos que, 
Se   ⃗   ortogonal a    então   ⃗       é a  reflexão     ̃  na reta   ̃    
 ⃗ 
 
    . 
Consideremos       três pontos não colineares, escolhidos da seguinte maneira:  ,   
são dois pontos distintos da reta    e      
 ⃗ 
 
     , ver a representação geométrica na 
página seguinte. 
Temos, por definição de reflexão na reta  ,             ,    
           e  
        
     ⃗      
 ⃗ 
 
  . Como       ⃗          do mesmo modo, 
      ⃗          e analogamente  
     ⃗           Por definição de reflexão na reta  
  ̃    
 ⃗ 
 
      tem-se, geometricamente,     ̃     ̃   
   ,      ̃     ̃   
    e  
    ̃     ̃   
  . 
 
 
 
 
 
 
Figura II.24: Composição de uma translação com uma reflexão a) 
  
   ̃    
 ⃗ 
 
     
 ⃗  
     
     
      ̃ 
       ̃ 
   
 ⃗ 
 
 
 
 ⃗ 
 
 
 ⃗ 
 
 
     ̃ 
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Caso 2) (Caso Geral)  
Se   ⃗   é um vetor qualquer do plano  ⃗  escreve-se de maneira única   ⃗      ⃗⃗  , sendo  
    um vetor com a direção de    ,   ⃗⃗   um vetor ortogonal a   .  
 
Neste caso, provaremos     ⃗        ⃗   ⃗⃗        ⃗     ⃗⃗       é uma reflexão 
deslizante          ⃗⃗  ⃗  na reta    ̃    
 ⃗⃗ 
 
      e deslize    ⃗⃗  ⃗.           
                                                                                                         
 
Consideremos       três pontos não colineares:  ,   dois pontos distintos da reta    e  
    
 ⃗⃗ 
 
     , ver a representação geométrica abaixo. 
Temos, por definição de reflexão na reta   (ver figura)  
             ,       
           e          
    ⃗⃗      
 ⃗⃗ 
 
  . 
Como        ⃗⃗            do mesmo modo,   
     ⃗⃗            e analogamente  
      ⃗⃗           Então,   ⃗   (  ⃗⃗         )   
    ,    ⃗   (  ⃗⃗         )   
     e 
  ⃗   (  ⃗⃗         )   
   . Por definição da reflexão deslizante na reta    ̃    
 ⃗⃗ 
 
       e 
deslize  ⃗   tem-se, geometricamente,     ̃     ⃗⃗  ⃗      
      ,        ̃    ⃗⃗  ⃗      
      e   
    ̃    ⃗⃗  ⃗      
   , e portanto   ⃗          ̃    ⃗⃗  ⃗ , como queríamos demonstrar. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                Figura II.25: Composição de uma translação com uma reflexão b) 
 
 
 ⃗  
 ⃗⃗  
   
  
     ̃   
 ⃗⃗ 
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Corolário II.2 (Grupo de isometrias do plano) – O conjunto das isometrias do plano 
com a composição de aplicações é um Grupo não Comutativo que se denota          . 
 
Demonstração: 
Sabemos que, a composição de aplicações é associativa                 . 
Verificámos na Proposição II.3 que a composição de isometrias é uma isometria. A 
aplicação identidade em       é uma isometria e                     , portanto  
         tem elemento neutro. Finalmente, todas as isometrias têm uma isometria 
inversa, com efeito cada isometria de cada um dos 4 tipos têm uma isometria inversa do 
mesmo tipo: 
- a inversa de uma translação    ⃗   é      ⃗   
        ⃗  . 
- a inversa de uma rotação          é          
                          . 
- a inversa de uma reflexão        é        
         . 
- a inversa de uma reflexão deslizante          ⃗   é            ⃗   
              ⃗ . 
 
Corolário II.3 (Isometrias diretas e inversas de   ) – As isometrias diretas de    são 
de dois tipos: translações e rotações e constituem o subgrupo             - o subgrupo 
das isometrias diretas de   . 
As isometrias inversas de    são de dois tipos: reflexões e reflexões deslizantes. 
 
Demonstração: Uma isometria      ⃗⃗  ⃗     
  é direta se e só se a transformação 
ortogonal     é direta. 
Da demonstração do Teorema II.3 sabemos que qualquer transformação ortogonal     de  
   tem uma expressão matricial            onde   é uma matriz da forma 
 
       [
             
               
]       ou               [
            
         
]. 
 
As isometrias cuja transformação ortogonal associada   , é definida por uma matriz     
são isometrias diretas, mantem a orientação da base canónica             e são as 
translações e as rotações.                         
As isometrias cuja transformação ortogonal associada    , é definida por uma matriz da 
forma       são isometrias inversas, invertem a orientação da base canónica      
             e são reflexões e as reflexões deslizantes.       
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Uma vez classificados os 4 tipos de isometrias, a tabela abaixo resume o estudo dos seus 
pontos fixos, retas e direções invariantes. 
 
Definição II.3 (Pontos fixos, direções e retas invariantes de uma isometria) –  Seja 
         uma isometria (mais geralmente uma aplicação afim). 
Um ponto fixo de    é um ponto        tal que       .  
Uma direção invariante de   é uma direção definida por um vetor    tal que as retas com 
direção de    são transformadas por   com a mesma direção, isto é, em retas paralelas.  
Uma reta invariante de   é uma reta   tal que        . 
 
Como se vê na tabela, os vários tipos de isometrias podem distinguir-se e podem ser 
classificadas pelos pontos fixos e seus invariantes.  
 
Uma das questões fundamentais no estudo de isometrias é determinar que isometria 
resulta de uma composição                  de isometrias. 
O seguinte Teorema é muito útil para responder a este tipo de pergunta porque permite 
reduzir qualquer composição de isometrias a uma composição de reflexões. 
Tipo 
de 
Isometria 
Pontos 
Fixos 
Direções 
Invariantes 
Retas  
Invariantes 
Identidade –    
todos os 
pontos de    
todas as direções de    todas as retas de 
   
Translação -   ⃗  
(    ) 
não tem todas as direções  
de    
todas as retas  
com direção    
Rotação -
       
Se 
      
um ponto 
fixo ,   
não tem não tem 
Se 
      
todas as direções 
invariantes 
todas as retas que 
passam por   
Reflexão -      
(numa reta L) 
os pontos da 
reta L 
duas: a direção de L  
e a direção ortogonal  
de L   
a reta L e todas as 
retas ortogonais  
a L 
Reflexão Deslizante - 
        ⃗   (    ) 
não tem duas: a direção de L e a 
direção ortogonal de L   
a reta L 
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Teorema II.4 –  Seja          uma isometria, então    escreve-se como uma 
composição de no máximo três reflexões em retas. 
 
Demonstração: Consideremos       três pontos não colineares e sejam         , 
         e         . Se       ,        ,       vem     . A aplicação 
identidade é a composição de duas reflexões:             em que     é qualquer reta. 
Suponhamos que     . Sejam     a mediatriz do segmento de reta    
  e        a 
reflexão na reta     . Verifica-se          
 . Ponhamos            e           . 
Se      
  e      
 , então          (Proposição I.3) e o teorema está verificado.  
Se      
  ou      
  , suponhamos       
 , considera-se a reta       a mediatriz do 
segmento de reta    
  . Note-se que        porque como          e       são isometrias  
 (               )              ⇔      
          
     . 
Seja                , então                                
      , porque 
        e                                     
 , porque    é a mediatriz do 
segmento de reta    
 . 
Se          então,                  logo o teorema está verificado. 
Se          
  então, seja    a mediatriz do segmento de reta     
 . Os pontos       
e       estão em      porque    
   e       são as imagens de     e     quer pela isometria    
que aplica    em     , quer pela isometria    que aplica    em    
  . A isometria           
                       satisfaz        
 ,          e           e portanto neste 
caso                        . 
 
Proposição II.5 (Composição de duas reflexões) – Sejam        ,        reflexões em duas 
retas distintas    ,    de  
 . 
1) Se    e     são paralelas então             é uma translação, mais 
precisamente,               ⃗  , onde    é o vetor ortogonal a     e     tal que          
         . 
 
 
 
 
 
 
                             Figura II.26: Composição de duas reflexões a)                                                                                                   
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2) Se    e    são concorrentes então             é uma rotação, mais 
precisamente,                    , onde   é o ponto de interseção de    e     e  
          ,    . 
 
 
 
 
 
 
                 Figura II.27: Composição de duas reflexões b) 
 
Demonstração: 
1) Sejam    e    duas retas distintas paralelas. 
Podemos escrever: 
       ⃗      e               ⃗    com   ⃗  ,       e         ⃗  
 
 
 
 
 
 
 
 
                 Figura II.28: Composição de duas reflexões (retas paralelas) 
 
Os três pontos        ⃗           são 3 pontos não colineares e portanto a isometria 
           fica determinada pela imagem desses pontos. 
Por definição de reflexão é fácil verificar que para o ponto   vem :              ,  como  
      fica,          e pela definição de    fica então,          ⃗    .  
Para o ponto    ⃗  vem:                  ⃗    como        ⃗       fica,             ⃗   e 
pela definição de    fica então,       ⃗           ⃗       ⃗  .  
   
  
  
   
     
 ⃗  
 
   
     
   
   
   ⃗  
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Para o ponto      vem:                       como         e pela definição de     fica, 
             e pela definição de    fica então,                 ⃗         . 
Como a isometria              coincide com    ⃗  na base afim        ⃗          , 
então                 ⃗  . 
  
2) Sejam    e    duas retas concorrentes. 
Podemos escrever: 
       ⃗     e                 
com    }         e          ⃗  ,             ,      e ainda ‖ ⃗ ‖  ‖  ‖   . 
 
 
 
 
 
 
              Figura II.29: Composição de duas reflexões (retas concorrentes) 
 
Os pontos        ⃗           constituem uma base afim de    verificando-se 
facilmente que, 
                        
              ⃗             ⃗   
                                
Logo                     . 
 
Proposição II.6 (Composição de três reflexões) – Sejam       ,        ,       reflexões de 
   em três retas distintas. 
1) Se as três retas   ,   ,    são paralelas então                   é uma reflexão 
numa reta paralela ás dadas. 
2) Se as três retas   ,   ,    são as três concorrentes num ponto   então            
      é uma reflexão numa reta que passa por  . 
3) Se as três retas   ,   ,    não são as três paralelas nem as três concorrentes num 
ponto   então                   é uma reflexão deslizante. 
  
  
      ⃗  
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Demonstração: Sejam    ,   ,    três retas distintas de  
 . 
1) Se as três retas são paralelas então, pela Proposição II.5 
                            ⃗      onde         ,     e           
                 ⃗     , como               identidade e           ⃗        ⃗   vem, 
     ⃗         reflexão na reta           paralela a     e  portanto a       e      .              
2) Se as três retas são concorrentes num ponto   então, pela Proposição II.5 
                                  com    }         e            ,     
                           onde   
  é a reta concorrente com     que passa por                                                        
  e verifica        
  ,      . 
3) Se as três retas   ,   ,    não são as três paralelas nem as três concorrentes, então, 
ou i)     e    são concorrentes 
ou ii)    e    são concorrentes. 
 
No caso 3 – i) temos 
                                onde    }         e            ,     então, pela 
Proposição II.5 
 
 
 
 
 
                          Figura II.30: Composição de três reflexões a) 
                      onde     }   
 
    
  ,      é paralela a     e           
 ,       
então, pela Proposição II.5 
                     
 
 
                      
Figura II.31: Composição de três reflexões b) 
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      ⃗             onde            ,   
 
              
 
   
    
 ⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
          onde       ⃗    
 ⃗⃗ ⃗⃗   onde    ⃗         e     ⃗⃗ ⃗⃗                                          
     ⃗        ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗        , como       ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗      
 ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗
 
    
         vem, 
     ⃗    
 
  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗
 
    
             , como              identidade e sabendo que            
 
   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
 
             onde    ⃗        , vem     ⃗    
 
  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗
 
    
    
 ⃗      
  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗
 
    
 
No caso 3-ii)  verifica-se de forma análoga. 
 
 
Procedeu-se então à elaboração de uma Tabela com a composição de duas isometrias 
de cada um dos tipos, resumido na Tabela II.1, da página seguinte. 
Devido ao espaço existente na Tabela II.1 ser reduzido para a apresentação do estudo da 
composição de duas reflexões deslizantes, é apresentado em baixo o estudo realizado para 
essa composição. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Nota: Exclui-se a identidade na Tabela II.1 porque a composição da identidade com uma 
quaisquer isometria, dá essa isometria.   
 
* 
 Se          : 
- é uma translação (    ⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗ ⃗⃗   ⃗  ) em que   ⃗   é ortogonal a    e   , o sentido é de    
para    e o comprimento é igual a           . 
 Se     não é paralelo a   : 
- é uma rotação de ângulo duas vezes o ângulo orientado de     para   .  
O centro da rotação é dado por:  
Sendo   o ponto de interseção de    e   , o centro da rotação é definido da 
seguinte maneira,    é o ponto de encontro das retas    (reta perpendicular a    
que passa por   
  ⃗⃗ ⃗⃗ 
 
 ) e     (reta perpendicular a    que passa por   
  ⃗⃗ ⃗⃗ 
 
 ). 
Esta rotação final resulta de:                   . 
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Tabela II.1 
(Tabela com a composição de duas isometrias de cada um dos tipos) 
         
 
Translação 
     ⃗⃗ ⃗⃗  
Rotação 
        
Reflexão 
      
Reflexão Deslizante 
          ⃗⃗ ⃗⃗  
(  ⃗           ⃗ ) 
Translação 
     ⃗⃗ ⃗⃗  
Translação Translação 
(   ) 
 
Rotação (     
 
Reflexão 
(vetor    ⃗⃗⃗⃗  
ortogonal 
a    ) 
Reflexão 
Deslizante 
(vetor    ⃗⃗⃗⃗  não 
ortogonal a 
   ) 
Reflexão 
(Se     ⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗  ortogonal a     ) 
ou 
Reflexão Deslizante 
(Se    ⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗   não ortogonal a    ) 
Rotação 
        
Rotação Rotação 
(Se       ,       e  
         ) 
ou 
Translação 
(Se       e           ) 
Reflexão 
(Se        ) 
ou 
Reflexão Deslizante 
(Se       ) 
Reflexão Deslizante 
Reflexão 
      
Reflexão 
(vetor   ⃗⃗⃗⃗  
ortogonal a 
   ) 
Reflexão 
Deslizante (vetor 
  ⃗⃗⃗⃗  não ortogonal 
a    ) 
Reflexão 
(Se        ) 
ou 
Reflexão Deslizante 
(Se       ) 
Translação 
(retas 
paralelas) 
Rotação 
(retas 
concorrentes) 
Translação 
(Se        ) 
ou 
Rotação 
(Se        ) 
Reflexão 
Deslizante 
          ⃗⃗ ⃗⃗  
Reflexão 
(Se     ⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗  ortogonal a     ) 
ou 
Reflexão Deslizante 
(Se    ⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗   não ortogonal a    ) 
Reflexão Deslizante Translação 
(Se        ) 
ou 
Rotação 
(Se        ) 
          * 
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Capítulo III 
Figuras congruentes,  
simetrias de uma figura.  
Figuras infinitas com simetria.  
 
É a noção de isometria que está na base das definições de figuras congruentes e de 
simetrias de uma figura. Nesta secção final estudam-se as simetrias de algumas figuras e 
definem-se os vários tipos de grupos discretos de isometrias de   : grupos finitos, grupos 
de frisos e grupos de padrões de azulejos.  
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A noção de isometria de      formaliza matematicamente a “igualdade” ou 
“congruência” de figuras no sentido utilizado por Euclides: “duas figuras que se podem 
fazer coincidir por um deslocamento são iguais”. 
 
Definição III.1 (Figuras congruentes ou iguais) – Uma figura é um conjunto    de 
pontos de   . Duas figuras         são “iguais” ou “congruentes” se existe uma 
isometria           tal que        . 
 
Definição III.2 (Simetria de uma figura e grupo de simetrias de uma figura) – Uma 
simetria de uma figura       é uma isometria          que deixa a figura 
invariante, isto é tal que,        . 
O conjunto de todas as simetrias de uma figura   constitui um grupo com a composição 
de aplicações. A esse grupo chama-se grupo de simetrias da figura  denota-se       . 
 
Exemplo III.1 – Grupo de simetrias de um triângulo equilátero. Vamos estudar as 
isometrias que deixam o triângulo   invariante. 
Todas as isometrias   que sejam simetrias do triângulo    , dão como imagem dos 
pontos        os próprios pontos      .                                                                     
Como uma isometria mantem as distâncias entre pontos, o incentro   do triângulo que é o 
único ponto equidistante de     e   tem de ficar invariante por qualquer simetria do 
triângulo. 
As simetrias de   são pois ou rotações de centro   ou reflexões em retas que passam por 
 . 
 
 
                          Figura III.32: Triângulo equilátero de incentro   
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As rotações      que deixam   invariante satisfazem a condição             
           }        } , temos 3 rotações neste caso: 
A rotação definida por           ,           e             , isto é, a rotação 
         e depois as suas múltiplas          e             . 
 
 
 
 
Figura III.33: Rotações do triângulo equilátero  
 
As reflexões que deixam   invariante são reflexões nas mediatrizes dos lados que passam 
pelos vértices      , temos 3 reflexões neste caso: 
A reflexão definida por a reta  , isto é,            ,            e            .         
A reflexão definida por a reta  , isto é,            ,            e            . 
A reflexão definida por a reta  , isto é,            ,            e            . 
 
 
 
                                  
                                 Figura III.34: Reflexões do triângulo equilátero 
Resumindo, sendo   um triângulo equilátero, o grupo de simetrias de  ,       , é 
constituído por 6 isometrias: 3 rotações e 3 reflexões.         
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Damos a seguir exemplos de figuras com simetrias de translação, os frisos e os padrões 
de azulejos. A proposição seguinte mostra que essas figuras têm de ser ilimitadas.   
 
Proposição III.1 – Uma figura F do plano que admita como simetria uma translação 
    ⃗   por um vetor não nulo    é ilimitada, isto é, qualquer que seja o número positivo D, 
existem dois pontos    e    de F cuja distância        é maior do que D                  
(        D ), dito de outra maneira, não há nenhum círculo do plano que contenha a 
figura. 
Demonstração: Seja F       e suponhamos que     ⃗   é uma simetria de F . Então 
dado um ponto    F, todos os pontos da forma          F, com    , e qualquer 
que seja D   , encontra-se sempre     tal que             D.  
 
Grupos de Simetria discretos 
Toda a figura simétrica é composta por um motivo, digamos, a forma básica, que se 
repete mediante translações, rotações, reflexões ou reflexões deslizantes. Estes 
movimentos dão origem aos vários grupos discretos de isometrias do plano euclidiano. 
Estes grupos são conhecidos por grupos ornamentais do plano euclidiano e podem ser 
agrupados em três categorias: grupos finitos, grupos de frisos e grupos de padrões de 
azulejo.  
 
Nos grupos finitos não existem translações. As isometrias do plano pertencente a esses 
grupos são rotações e reflexões todas elas deixando fixo o mesmo ponto. Existe um 
número natural   tal que, todas as rotações são de um ângulo da forma  
  
 
 , com 
           
 
Exemplo III.2 – (Rosácea) 
Uma rosácea possui um número finito de simetrias de rotação ou de reflexão. Todas as 
rotações que deixam a figura invariante estão centradas num mesmo ponto  . Todas as 
simetrias de reflexão estão associadas a uma reta que contém o ponto  . 
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                                                    Figura III.35: Rosácea 
Nota: Uma circunferência não é uma rosácea, uma vez que possui uma infinidade de 
simetrias. 
 
Os grupos de frisos caracterizam-se por conterem translações segundo uma única 
direção. Existe um vetor não nulo  ⃗  tal que, todas as translações do grupo são da forma 
   ⃗  , com      . 
Existem apenas sete (classes) de grupos de frisos. 
 
Exemplo III.3 – (Friso) 
Um friso possui uma infinidade de simetrias de translação. Os vetores associados a essas 
translações possuem todos a mesma direção e são múltiplos inteiros de um dado vetor  ⃗  
não nulo. 
 
 
       …                                                                           … 
 
                                                       Figura III.36: Friso 
 ⃗  
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Os grupos de padrões de azulejo, caracterizam-se por conterem translações associadas 
a dois vetores do plano linearmente independentes. Existem 2 vetores linearmente 
independentes   ⃗      tais que, qualquer translação do grupo é da forma      ⃗    ⃗  , com 
     . 
Existem 17 grupos de (padrões de) azulejos. 
 
Exemplo III.4 – (Padrão) 
Um padrão possui uma infinidade de simetrias de translação em mais do que uma 
direção. Os vetores associados a essas translações são da forma     ⃗      , onde   e 
  são números inteiros, e  ⃗  e    são dois vetores com direções distintas. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                      Figura III.37: Padrão 
Nota: Para além de translações, um padrão pode ser invariante por reflexões, rotações e 
reflexões deslizantes. 
 
 
 
 
 
 
 ⃗  
 ⃗  
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Conclusão 
 
Como o tema principal deste trabalho é o do Capítulo II - Transformações ortogonais e 
isometrias do plano, o Capítulo I – Uma introdução à geometria analítica, foi sendo 
elaborado em função do que era necessário para aprofundar os dois temas subsequentes, o 
principal já referido anteriormente, e o Capítulo III – Figuras Congruentes, Simetrias de 
uma figura. Figuras infinitas com simetria. 
Ao longo do trabalho, as situações foram sendo apresentadas de um modo analítico e 
geométrico, para melhor se ter a perceção do trabalho desenvolvido. 
Como foi mencionado anteriormente, foi no Capítulo II que se fez um estudo mais 
aprofundado dos conteúdos, dando-se mais ênfase aos resultados que iam aparecendo e 
que foram fundamentais para o enriquecimento do trabalho apresentado. Como o próprio 
tema da tese faz referência, as isometrias do plano foram o ponto alto de todo o trabalho 
desenvolvido e não menos importante, embora num patamar inferior, o estudo das 
simetrias foi o toque final para um maior enriquecimento do todo o trabalho elaborado.     
Para a classificação integral dos grupos discretos de isometrias de   , consultar por 
exemplo o artigo [7] .  
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